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Feuille d'exercices n°2 

Applications Linéaires et Matrices 



Exercice 1. Parmi les applications / de E vers F suivantes, quelles sont celles qui sont linéaires? 

1. E = F = K\f(x lV ) = (y, X ). 

2. £r = / , = K 2 1 /Ci,y) = (iv,x-y). Sfr 

3 £T = K 3 , F = K 2 , /(x l! /,î) = (x+^ 1 5y).'> fc**/*")) 
4. F = F = C(R), /(v) = tf où tf(x) - / " v(t)*. 

Exercice 2. Soit l'espace vectoriel £ = R J muni de la base canonique B = {ei.cy.c-t} et / l'endo- 
morphisme de E tel que /(et) = 2tf] +ea - 3e3, /(e2) = «i — e^ + 63. /(es) = 0g. 

1. Calculer l'image /(u) d'un vecteur quelconque u = (x, j/,r) € E. 

2. Trouver le noyau ker(/) et l'image la{f) de / en précisant une base et la dimension de chacun 
de ces deux sousrespaces. Quel est le rang de / ? 

Exercice 3. Soit / : R„|A'] — 1 Rn[X] l'application définie par J{P) = P t . 

1. Montrer que l'application / est linéaire. 

2. Trouver le noyau ker(/) et l'image In(/) de /. Quel est le rang de /? 

3. Vérifier la formule : dimR n [.Y] = dimker(/) +- dim Im(/). 

Exercice 4. Soit / : E — 1 F une application linéaire et {ai, .. ..a,,) une famille de vecteurs de E, 

Montrer que 

1. si {/(qV-../(a„)} engendre^F et / est injective, alors {ûj ,a n ) engendre E. 

V 2. si {/(<*! ). ...,/(a n )} est liée et / est injective, alors {ai,.. -,a n ) est liée. 

f 3. |/(ûi) v ..,/(a n )} est libre <=> {ai ,...,û ra ) est libre et Vect(û! a n ) nker(/) = {0 E }. 

Exercice 5. Soient /; E — • F et g: F — 1 G deux applications linéaires. 

1, Montrer que : 

(a) kw(/) Ç ker( g o /) et lm( s /) Ç lm(o). 

(b)yo/ = 0^= î .Im{/)Çker(/J. 

(c) Si E = F ■ C et / et g commutent, alors /(ker(p)) Ç ker(p) et /(lm(o)) Ç Im(o). 

2. Soit / un endomorphisme de E tel que f 2 + / -f ide = 0. Montrer que / est un automorphisme 
et déterminer /**, 



Exercice 6. Pour tout 9 e R, on considère la matrice A = 



A_= ( w 

9 \. sin0 cos0 

1. Montrer que A Bi •••Ao n •»^ 1+ ... + « ( . pour tout n€ N' et pour tous lt ... ,d n dans R. 

2. En déduire que, pour tout € R, A% est inversible et donner son inverse. 

3. Calculer [A$) n pour tous € R et n e Z. 

(a -c -6\ 
Exercice 7. Soit £ l'ensemble des matrices M[a,b,c) = 6 a -c avec û, 6. c dans C. 

W » « / 

1. Montrer que E est un espace vectoriel sur C dont on précisera sa dimension et une base. 

2. Montrer que E est une sous-algèbre commutative de Ms{C). 

^ETIMJP 
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3. Déterminer le groupe U{E) des éléments inversibles de B. 



Exercice 8. On considère la matrice A - 
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\i.u) iW(>»i 
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par la 



Calculer A 2 , en déduire que A est inversible et donner son inverse. 

Exercice 9. Soit E = R 3 muni de la base canonique B = {ci.ej.ea} et A ■ 

la matrice d'un endomorphisme / de E dans la base fl. 

1. Vérifier que le noyau de / + id £ a pour base a, = (1,0,2) et d, = (0,1, -1). 

2. Vérifier que le noyau de / - 2id E a pour base a 3 = (1.1,2). 

3. Montrer que B' = {01,02,03} «* une base de E. 
4 Ecrire .a matrice de passage P de la base B a .a base B' et calculer son mverse P 

' méthode de Gauss, puis par la méthode des systèmes linéaires. 

5. Donner la matrice A' de / dans la nouvelle base B'. 

6. Calculer (A') n et en déduire A n pour tout n € N. 

7. Montrer pue A est inversible et calculer son inverse^. = -* + * + *. 

8. Onconsidèretrois 5 iiiUsnumériqu e s(x n ),(yn)et(,n)telles q ue| £, = ^^^ 

(a) On pose X n =(ll Y Trouver une relation matricielle entre X n+1 et X, 

(b) En déduire les valeurs de s** et lit * ^tion * ■*»»* r « et * 

Exercice 10. Dans l'espace vectoriel R 2 [X]. on pose P, = 1. A = 1 + *. ^3 = 1 - **• 
1. Montrer que (A, Ai A) «* une base B de R 2 [X]. 

2 On définit sur R 2 [X] l'endomorphisme U par u{P) = (2 - X )F + 2*^ 
(a) Déterminer la matrice M de u dans la base B 
b Déterminer une base de ker(u) et une base de 1.(1.). Quel est le rang de U? 

3. Soit v Vendomorohisme de R 2 (X| défini par v(P) = P - u[P). Déterminer ker( t ). 

Quel est le rang de v? . 

4, En déduire les solutions de l'équation différentielle (2 - XV+ P* - lfr-M« » 



Exercice 11. Soit la matrice A = 



n 



6 \ 

a b 

t) a 6 

0a 



!. Décomposer A sous forme a/ + bJ où / et J sont deux matrices à déterminer. 

2. Montrer qu'il existe un entier k tel que J = 0. 

3. En déduire 4 n pour tout n E N. . 
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